1. Событие – подмножество множества элементарных исходов.

Достоверное – обязательно произойдет в данном опыте.

Невозможное – никогда не произойдет в этом опыте.

Случайное – может произойти, а может не произойти в этом опыте.

Несовместны события А и В – если появление одного события исключает появление второго.

Несовместна группа событий – если  события попарно несовместны.

Совместны – если появление одного события не исключает появления второго.

Равновозможные – если каждое событие в силу симметрии опыта не более возможно, чем остальные.

Событие противоположно событию А – если событие А не происходит.

Полная группа событий – образуется событиями А1, А2,…Аn если они попарно несовместны и в результате опыта происходит хоть оно из них.

Пространство элементарных событий Ω – множество всех элементарных событий, исходов. Исходы, составляющие событие, - благоприятствующие данному событию.

2. Комбинаторика – часть математики, которая занимается подсчетом числа комбинаций, состоящих из элементов данного множества.

Принцип произведения: пусть существует  m множеств А1,А2,…Аm.  Множество А1 состоит из n1 элементов, А2 из n2…Аm из nm. Будем последовательно составлять комбинации  m элементов так,  что в каждую комбинацию входило по 1 элементу каждого множества. N=n1*n2*…*nm

Упорядоченное множество – если установлен порядок следования элементов. Комбинации из эл-тов упорядоченного множества – наборы, выборки.

Перестановка – упорядоченное множество из n элементов. Отличаются др. от др. лишь порядком следования элементов. Число перестановок Pn множества из n элементов Pn=n!
Размещения из n элементов по m (m<=n) – упорядоченные наборы по m элементов из данных n. Отличаются др. от др. элементами и их порядком. Число размещений из n элементов по m: Amn=n!/(n-m)!

Сочетания из n элементов по m – неупорядоченные наборы по m элементов из данных n. Число сочетаний: Сmn=n!/(m!(n-m)!)

3. Классическое определение вероятности:
Пусть пространство Ω – полная группа равновозмож-ных n исходов. Ω={w1,w2…wn}. Пусть событие А состоит из m исходов А={wi1,wi2…wim}. Тогда вероятностью Р(А) события А считают отношение m  благоприятных исходов к числу n всех исходов опыта

P(A)=m/n

Свойства вероятности: 

0<=P(A)<=1

P(Ω)=1

P(Ø)=0
4. Статистическая вероятность.

Пусть в n испытаниях событие А произошло m раз, тогда относительная частота события А, W(A),  равняется: 
[image: image187.png]da g



, n – число всех опытов; m – число благоприятных исходов. Замечание: вероятность соб А вычисляется до опыта, отн частоту вычисляют после опыта. Если увеличить кол-во опытов, то замечено, что изменяясь от каждой серии опытов с увел числа опытов, отн частота колеблется около некоторого числа Р ( т е обладает устойчивостью). Это число Р принимают за вероятность соб А и называют статистической вероятностью этого события. Для достаточно больших n  отн частота служит оценкой вероятности события 
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5. Геометрическая вероятность.

Классическая вероятность соб А определялась, когда множество всех исходов опыта конечно. На практике часто встречаются задачи, когда число исходов бесконечно. В этом случае можно определить круг зудач, связанных с геом вероятностью события.

Пусть имеется некоторая фигура G. Под мерой фигуры mes G понимаем длину ( в случае отрезка прямой), площадь (плоское пространство), объем ( пространственное тело).

Пр. Пусть фигура 
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. Предположим, что случайная точко бросается на фигуру G, причем попадание в любую точку фигуры G равновозможно, тогда вероятность того, что случайная точка попадет в фигуру g равна: 
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6. Операции над с7.Теорема сложения вероятностей несовместных событий.

Теор. Пусть А и В несовместные события. Тогда вероятность суммы этих событий=сумме их вероятностей. Р(А+В)=Р(А)+Р(В) (1).

Д-во: Пусть число всех исходов опытов n, пусть событию А благоприятствуют m1, из них В-m2 из них.

*- исходы

   m1-A                          m2-B

{*****}***********{*****}**
                    n 

P(A)=m1/n     P(B)=m2/n    A+B=m1+m2  P(A+B)=(m1+m2)/n=m1/n+m2/n=P(A)+P(B) чтд.

8.В-ть противоположного событ. В-ть суммы n событ, образ. полн. груп событ.

Теор.Вер-ть противоположного события Р(Ã)=1-Р(А)

Д-во: А+Ã=(   А*Ã=(  Р(А+Ã)=Р(()    Р(()=1  Р(А)+Р(Ã)=1   Р(Ã)=1-Р(А) 

Пример. Вер-ть попадания в мишень при 1 выстреле для стрелка явл. 0.7 Опред. Вер-ть промаха.

А-попад.

Р(А)=0.7

Ã-промах

Р(Ã)=1-0.7=0.3

Теор. В-ть суммы n событ. образ полн группу 

Пусть соб-я А1,А2,….,Аn обр полную группу соб Тогда вер-ть суммы этих событ=1 Р(А1+А2+…+Аn)=1 Тогда имеет место ф-ла Р(А1)+ Р(А2)+… +Р(Аn)=1. 

9. Условная вероятность. Теорема произведения вероятностей зависимых событ.

Условн. вер-тью наз вер-ть события В при условии, что соб А уже наступило. Условн вер-ть обознач Р(В/А).

Теорема произвед двух соб=произвед вероятностей одного из них на условную вер-ть другого события. Р(АВ)=Р(А)*Р(В/А) Предположение что 1 событ произошло Р(АВ)=Р(А)*Р(В/А)  Р(АВ)=Р(В)*Р(А/В)
Теор. Умен. Р(АВ)=Р(А)*Р(В/А)

Д-во: n- всех исходов, А-m исх, АВ-k исх

   m-A

{{****}******}

         k-AB
P(AB)=k/n-вер-тьсобыт  Р(В/A)=k/m  P(AB)=k/n*m/n  P(A)=m/n   P(AB)=k/m*m/n=P(A)*P(B/A)

 Теор. P(A1,A2,...An)=P(A1)P(A2/A1)P(A3/A1A2)...P(An(A1...An-1) 

событиями

1) сумма двух событий А и В – это А+В(U), это значит происходит хотя бы одно событие. Суммой n событий 
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называется событие 
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, которое обозначает, что происходит хотя бы одно из этих событий.

2) произведением событий А и В называется событие АВ и заключается в том, что события являются одновременными и являются совместными. 
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 - все события появляются одновременно.

 53. Статистические гипотезы. Нулевая и конкурирующая гипотезы. Простые и сложные, параметрические гипотезы. Статист. критерий. Критическая область.

Статистической называют гипотезу о виде неизвестного распределения, или о параметрах известных распределений. 

Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу Н0.

Конкурирующей (альтернативной) называют гипотезу Н1, которая противоречит нулевой.

Гипотезы относ-но параметров распределения наз. параметрическими.
Гипотезы бывают простые и сложные.

Простая – гипотеза, содержащая только одно предположение.

Сложная – гипотеза, которая состоит из конечного или бесконечного числа простых гипотез. 

Стат. критерием (значимости) наз. СВ X, кот. является ф-цией выборки K=К(х1, х2, х3,…,хn) (статистической) и служит для проверки гипотезы, с ее помощью принимается решение о принятии или отвержении гипотезы Н0. 

Критическая область – совок – ть значений критерия, при которых нулевую гипотезу отвергают.

Область принятия гипотезы (область допустимых значений) – совок-ть значений критерия, при кот. гипотезу принимают.

13.Формула полной вероятности.

Предположим, что событие А происходит одновременно с одним из событий H1, H2,…,Hn, попарно несовместных и образующих полную группу событий.Т.к. заранее неизвестно, с каким из событий Hi событие А произойдет, то H1…Hn – гипотезы. Вероятность P(A)=P(H1)P(A/H1)+P(H2)P(A/H2)+…+P(Hn)P(A/Hn).Или P(A)=
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Доказательство:А=AH1+AH2+…+AHn. Т.к. события Hi попарны и несовместны, то будут попарными и несовместными и события AHi. По теореме несовместных событий получаем P(A)=P(AH1+AH2+ …+AHn)= P(H1)+…+P(Hn). P(A)=P(H1)P(A/H1)+P(H2)P(A/H2)+…+P(Hn)P(A/Hn).

Замечание1: Т.к. H1,…,Hn образуют полную вероятность, то сумма вероятностей равна 1: P(H1)+ P(H2)+…+ P(Hn)=1.

Замечание2: Вероятности гипотез определяются до опыта и называются априорными.
14.Формула Байеса.

Предположим, событие А произошло. Какизменятся при этом вероятности гипотез P(AB)=P(A)*P(B/A), P(AB)=P(B)P(A/B), P(AHi)=P(A)P(Hi/A)=P(Hi)P(A/ Hi). Следовательно P(Hi/A)=
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.Заменив по формуле P(A)=P(H1)P(A/H1)+P(H2)P(A/H2)+…+P(Hn)P(A/Hn) получим P(Hi/A)=
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Эти формулы называют формулами Байеса. Они позволяют переоценить вероятности гипотез после того, как становится известным результат испытания, в итоге которого появилось событие А.
15.Последовательность независимых испытаний. Формула Бернулли.

Пусть производится серия из n независимых испытаний и в каждом испытании событие А наступает с одной и той же вероятностью P(A)=p и не наступает с вероятностью 
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. Условно появление события А называется «успехом», а не появление  - «неудачей». Испытания называются независимыми, если исход каждого последующего не зависит от исходов предыдущих испытаний. Последовательность независимых испытаний такого рода называется схемой Бернулли. Вероятность того, что в n независимых испытаниях событие А произойдет ровно m раз – Pn (m). Тогда имеет место формула Бернулли: Pn (m)=
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Доказательство: Рассмотрим серию из n испытаний, в которых событие А произошло m раз: 
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16. Найвер-шее число поступлений события в схеме Бернулли.

Частота m0, кот-ой соот-ет наиб-ая вер-ть Рn(m) в данной серии незав-ых исп-ий наз. 

найвер-им числом появления соб-ия А.

np-q<=m0<=np+p
n -- число испытаний

р(А)=р   q=1-p
По определению числа m0 имеем Рn(m0)>=Pn(m0+1)
Рn(m0)>=Pn(m0-1)

Рn(m0)/ Pn(m0+1)>=1

Рn(m)=Cmn pm qn-m

Рn(m0)/
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(m0+1)q>=(n-m0)p

m0q+q>=np-m0p

m0q+m0>=np-q

m0(q+p)>=np-q , q+p=1

m0 >= np-q

Аналогично Рn(m0)/ Pn(m0-1)>=1 получим, что m0 <=np+p
np-q<=m0<=np+p

Замечание: Если число np+p-целое , то имеем два найвер-ших числа - m0 и m0+1, 

если np+p - дробное, 

то имеем одно найвер-шее число -m0.

17. Локальная теорема Муавра-Лапласса.

Рассмотрим последов-ть  n-нез-ых исп-ий Бернулли

Т-ма: Если вер-ть наступления события А в n-незав-ых исп-ях постоянна и равна р, причем р 

не равно 0 и 1, то вер-ть Pn(m) того, что в n-исп-ях соб. А  наступит ровно m раз приближенно равна 
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18 φ(х) – функция Гаусса, малая функция Лапласа. φ(х) –табулированная. Имеются таблицы для х≥0. При других значениях х используют свойства функции Гаусса.

Свойства:

1) φ(х)-четная.

2) При  х≥0 φ(х) убывает

   Lim φ(х)= lim e- x2/2 /√2π 
19. Интегральнвая т-ма Лапласа.

Т-ма: Если в серии из n-нез-ых исп-ях вер-ть р появления события А в каждом исп-нии 

постоянная и не равна 0 и не равна 1, то вер-ть Рn(m1; m2) того, что n-исп-ия соб. А произойдет от m1 

до m2 раз . При достаточно больших n будет приблизительно равна

Pn(m1;m2)=1/2(Ф(x2)- Ф(x1)), где 
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   Ф(x)- ф-ция Лапласа


[image: image24.wmf]dt

x

t

e

x

Ф

ò

-

=

0

2

2

2

2

)

(

p


m1≤ m≤ m2  Для х≥0 имеются таблицы функции Ф(х). При других значениях х используются свойства функции:Ф(х)-нечетнах)-возрастающая функция. Lim Ф(х)=1x→∞
Для х>5 Ф(х)≈1

21.Вер-ть отклонения отн частоты от пост вер-ти в п незав испытпниях

Рассмотрим n-независимых испытаний Бернулли в каждом из которых события А происходят с вероятностью р. Причем р≠0, р≠1.

Считаем также, что число испытаний n достаточно велико. Относительная частота появления события А в этой серии будет m/n.

Разность m/n-p называется отклонением относительной частоты от постоянной вероятности.

Ε>0 Определим вероятность (Р(m/n-p)≤ε)-?

Определим вероятность того, что относительная частота отклонения от постоянной вероятности Р по абсолютной величине не более, чем на число ε.

Рассмотрим (m/n-p)≤-ε↔ε≤(m/n-p)≤ε.        

22. Ф-ла Пуассона. Допустим производиться серия из независимых испытаний, причём n очень велико (n→∞), вер. появл. соб. А в каждом исп. очень мала (р→0) p<0.01 причём np=λ=const, тогда вер. Рn(m) того, что в n исп. соб. А произойдёт ровно m раз ≈ вычисл. по ф-ле Рn(m) ≈℮- λ λm/m! при np<10. Док-во:

Рn(m)=Сnmpmqn-m=│q=1-p, np=λ,p=λ/n│= n!/m!(n-m)!)*pm(1-p)n-m=1·2·3…(n-m)(n-m+1)…n/(m!1·2·3…n·m)*(λ/n)m(1- λ/n)n-m=((n-m+1)(n-m+2)…n/m!nm)*λm(1- λ/n)n-m=λm/m!*(n-(m-1))(n-(m-2)…n)/n*(1-λ/n)n*(1-λ/n)-m= λm/m!*(n-(m-1)/n*(n-(m-2)/n)…1· (1-λ/n)n*(1-λ/n)-m= (λm/m!)-(1-(m-1)*(1-(m-2)/n)*(1-λ/n)-m*(1- λ/n)n/(-λ)*(-λ) по второму замечательному пределу lim(1-λ/n)n=lim(1+(-λ)/n)n/(-λ)*(-λ)=е-λ. (1-(m-1)/n)→1, (1-(m-2)/n)→1, (1-(λ/n)-m→1получается Pn(m) →(λm/m!)*е-λ, т.е Pn(m)≈ ≈℮- λ λm/m!
23. СВ. Дискретные СВ. Закон распр. ДСВ. Полигон распр. ДСВ. СВ называют величину, кот. в результ. исп. принимает то или иное  значение из множества своих знач., причем неизв. какое. 

Дискретные СВ назовём СВ мн-во знач-й кот. конечно и счетно (х1,х2,…,хn)

Обозн. СВ Х, У, Z, а их значения х,у, z Вер. того, что Х приняло знач. х обозн. Р(Х=х).

Законом распр. ДСВ (Х) наз. соответствие м/д знач. случ. величины и вероятностями, с кот. она принимает эти знач-я, причем оассм. все возможные значения этой величины (СВ).записывают в виде таблиц 

	Х
	х1
	х2
	…
	хn

	Р
	p1
	p2
	…
	pn


х1<x2<…<xn, т.к. это все возможные знач. ДСВ(Х), то соб. Х=х1, Х=х2…Х=хn, то соб. образ. полную группу (сис-му). р1+р2+…+рn=1эта ф-ла прим. для контроля правильности построения закона распр. ∑Pn=1.

Возьмем прямоугольную систему коорд. По оси х отложим знач. СВ Х, а по оси у- вер. этих знач. Соседние точки (хi,pi) cоед. отрезками, тогда получ. фигуру, кот. наз. полигоном распределения СВ.
24.Ф-я распр. вер.СВ. Определ. и св-ва. Ф-я  F(х) наз. ф-я распр. СВ Х, если F(х)=р (Х<х) для всех хє(-∞;+∞)

Х<х означ. -∞<X<x, т.е. ф-я распр. поках. вер. попадания СВ Х на интервалм(-∞;х) левее точки х. Св-ва ф-ции распр:

1. 0≤ F(х)≤1. F(х)=Р(Х<х) ≥0

2. F(х)-неубывающая. х1<x2, F(х1)≤ F(х2) 

A={x<x1} B={x1≤x<x2} C={x<x2} C=A+B AиB- несовм. По теор. слож. им. 

Р(С)=P(A)+P(B)= P(X<x1)+P(x1≤x<x2)

P(C)= P(X<x2)=F(x2)

P(X<x1)=F(x1)

P(x1≤x<x2)=F(x2)- F(x1)≥0

F(x2)≥ F(x1) x2>x1

3. Вер. попадания СВ на полуинтервал х=[x1,x2] P(x1≤x<x2)= F(x2)-F(x1)

4. F(-∞)=0 F(+∞)=1 F(-∞)=lim F(x) F(+∞)=lim F(x) Док-во F(x)=P(X<x), F(-∞)=P(x<-∞)=P(()=0, F(+∞)=P(x<+∞)= P(-∞<x<+∞)=P(Ω)=1.                             5. F(x)-непрерывна слева, limx→x0-0F(x)=F(x0)

25.Ф-ция распределения ДСВ
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х       х1              х2   … хn
р       р1             р2  … рn
x1        x2               xn
Ф-ция р ДСВ =F(x)=P(X<X)= Σxi<x P(X=Xi), суммир. ведется по всем х i< x
1)(-∞,х1]эХ
0,x≤x1

2)х1< x ≤ x2
F(x)= p1,x1<x≤x2

p1+p2, x2<x≤x3

1,x>xn
26.Мат. ожид. Св и его св-ва

Дискретная случайная величина Х задана рядом распределения 

х  х1  х2   … хn
р  р1  р2  … рn
Мат ожидание М(х) СВ Х дискретного типа наз. Сумма произведений случ. величин.

М(х)=Х1Р1+Х2Р2+…+ХnPn , х<М(х) ≤xn 

Мат. ожид. это характеристика положения случ. величины.

Св-ва мат. ожид.:1)C=const  M(c)=C 2) M(cx)=C•M(X),где С=const 3)мат.ожид су3ммы двух случ. величин равно сумме их мат.ожид.  М(х+у)=М(х)+М(у)и М(х-у)=М(х)-М(у)

4)Две случ.велич. Х и У наз. независимыми, если закон распредел одной из них не зависит от того, какое значение принимает другая величина. Несколько СВ наз взаимно-независимыми, если закон распредел. любой из них не зависит от того , какие возможные значения приняли некоторые велич из оставшихся. М(ХУ)=М(Х)М(У), если Х,У независимые . М(Х1Х2…Хn)= М(Х1 )М(Х2 )…М(Хn)

27 Вероятностный смысл мат.ожид.

  Пусть было произведено n опытов в результате которых СВ  Х приняло значение:

     Х1 – m1 раз


Х2 – m2 раз


     Xk – mk  раз                         


n= m1 + m2 +…+mk

X= Х1m1 + Х2m2 +…+  Xk mk /n = Х1m1/n + Х2m2/n +…+  Xk mk/n
Обознач. m1/n=w1 (отношение частоты событий). Если значительно увелич. число опытов, то wi≈pi  Тогда Х= Х1 w1+Х2 w2+…+ Xk wк и Х= Х1 р1+Х2 р2+…+ Xk рк =М(Х)   Х≈М(Х)

Х-СВ, среднее арифмет.  М(Х)- вел. не случайная, это постоянное число

28 ДИСПЕРСИЯ

Если  мат. ожидание-характеристика положения СВ, то дисперсия-характеристика разброса отклонения СВ от её мат. ожидания.

СВ Х-М(Х) наз. отклонением СВ Х от её мат. ожидания.

ТЕОРЕМА: Мат. ожидание отклонения равно 0.

ДОК-ВО: М(Х-М(Х))=М(Х)--       М(М(Х))=М(Х)--М(Х)=0, ч.т.д.

Дисперсией  D(Х) СВ Х наз. мат. ожидание квадрата отклонения

D(Х)=М(Х-М(Х))2

ТЕОРЕМА: D(Х)=М(Х2)-(М(Х))2
ДОК-ВО:             D(Х)=М(Х2-2ХМ(Х)+(М(Х))2)=М(Х2)-2М(Х)М(Х)+М(М(Х))2=М(Х2)-2(М(Х))2+(М(Х))2=М(Х2)-(М(Х))2
Св-ва дисперсии:

· D(C)=0, где С=const
· Постоянный множитель выносится за знак дисперсии, предварительно возведя его в квадрат 
         D(СХ)=С2D(Х)

· Если Х и У независ. СВ, то
D(Х±У)=D(Х)+D(У)

Х1,Х2,Х3,…,Хп – независ. величины

D(Х1+Х2+Х3+…+Хп)=D(Х1)+D(Х2)+…+D(Хп)

Замечание: D(Х)≥0

СР. КВАДРАТИЧ. ОТКЛОНЕНИЕ

Положительное значение √D(Х)=σ(Х)

Если СВ Х измерена в некот. единицах, то мера разброса D(Х) будет измерена в единицах в квадрате, а мера разброса σ(Х) будет измеряться в тех же единицах, что и СВ Х.

Замечание1. Св-ва мат. ожидания и дисперсии верны также и для непрерывных СВ.

Замечание2. Если СВ Х принимает бесконечное чётное множество значений

	Х
	Х1
	Х2
	…
	Хп

	Р
	Р1
	Р2
	…
	Рп


                        ∞

тогда  М(Х)=∑ хірі  ,причём если 

                              і=1

ряд сходится абсолютно, то мат. ожидание у СВ имеется, в противном случае мат. ожидание у данной СВ отсутствует

D(Х)=М(Х-М(Х))2

           ∞

D(Х)=∑ (Хі-М(Х))2Рі  ---- ряд 

          і=1

сходится абсолютно.

29 БИНОМИНАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДСВ Х.

Если СВ Х принимает значения Х=0,1,2,…,m,…,n     с вероятностью  

                         m
Pп(m)=Сnрmqn –m , то говорят,что СВ Х распределена по биноминальному закону.

Схема Бернулли повторных независимых испытаний с вероятностью р=р(А) и  q=1-p
Рассмотрим формулу Бинома Ньютона:

                      0                    1                                  m
(p+q)n=Cnp0qn+Cnp1qn-1+…+ Cn
                                n
pmqn-m+…+Cnpn
Составим ряд распределения биноминального закона:

	Х
	0
	1
	…

	Р
	qn
	    1

Cnpqn-1
	….

	Х
	m
	…
	n

	Р
	    m

Cnpmqn-m
	…
	pn


Числовые характеристики биноминального закона.

1. М(Х)=np
2. D(X)=npq
3. σ(X)=√npq
Док-во: 

1. Х—число появлений события А в n опытах как сумму n независимых СВ:

Х=Х1+Х2+…+Хn  , где Хі—число появлений события А в і-ом опыте. Хі={0;1}

	Хі
	0
	1

	Р
	q
	p


М(Х)=0*q+1*p=p
                                                                      n
М(Х)=М(Х1+Х2+…+Хn)=∑М(Хі)=
                                                                     і=1

р+р+р+...+р(n раз)=np
2. D(Х)=М(Х2)-(М(Х))2
	Хі2
	02
	12

	Р
	q
	p


М(Хі2)=02*q+12*p=p

М(Х2)=np
D(Хі)=М(Х2і)-(М(Хі))2
D(Хі)=р-р2=p(1-p)=pq
D(Х)=D(Хі+...+Хn)=D(Х1)+D(Х2)+

                       n                n
…+D(Хn)=∑D(Хі)=∑pq=npq
                             і=1              і=1
3. σ(Х)=√D(Х)=√npq
М(Х)=np
D(Х)=npq
σ(Х)=√npq
                        ч.т.д.

30 ЗАКОН ПУАССОНА.

Пусть СВ Х принимает значения:

Х=0,1,2,…,m,…

P(X=m)=Pn(m)=(e-λ λm)/m!

Р-вероятность появления события А в одном из n независимых испытаний, когда n достаточно велико, а р-мало. λ=nр

Запишем ряд распределения СВ Х, который будет называться законом Пуассона.

	Х
	0
	1
	2

	Р
	e-λ
	e-λ/1!
	e-λ λ2/2!

	Х
	…
	m
	…

	Р
	…
	e-λ λm/m!
	…


 ∞

∑pі= e-λ + e-λ/1! + e-λ λ2/2!+...+ 
і=1

e-λ λm/m!+...= e-λ (1+λ/1!+ λ2/2!+...+ λm/m!+…)

Выражение в скобках представдяет собой  ряд Маклорена для функции   

ex=1+х/1!+х2/2!+… , при х= λ

	1+ λ/1!+ λ2/2!+…+ λm/m!


∞

∑ λm/m!= eλ
     m=0

∑pі= e-λ * eλ

Определим числовые характеристики закона Пуассона: М(Х)=λ;  D(Х)=λ; σ(Х)=√λ

Доказательства:

                ∞                                        ∞

1. М(Х)= ∑  (me-λ λm)/m!= e-λ∑ λm/

                           m=0                                    m=1

                        ∞

/(m-1)!= e-λλ∑ λm-1/(m-1)!=e-λ λ* eλ
                           m=1

=λ
М(Х)=λ  , ч.т.д.

2. D(Х)=М(Х2)-(М(Х))2=

   ∞                                            ∞

= ∑  (m2e-λ λm)/m!= e-λ∑ mλm/(m-1)!=

   m=0                                      m=1

           ∞

 = ∑ e-λ∑ ((m-1)+1)λm/ (m-1)!=

               m=1

                ∞

= e-λ∑ ((m-1)λm/(m-1)!+λm/(m-1)!)=

              m=1

         ∞                                             ∞

= e-λ∑ (m-1)λm/(m-1)!+ e-λ∑ λm/

          m=1                                        v=1

                              ∞

/(m-1)!= e-λ∑ λm-2 λ2/(m-2)!+

                      m=2

       ∞                                     ∞

+   e-λ∑ λm/(m-1)!= e-λλ2∑ λm-2/(m-

              m=1                                 m=2

                              ∞

2)!+ e-λλ∑ λm-1/(m-1)!= e-λ λ2* eλ+

            m=1

+ e-λ λ* eλ= λ2+ λ
М(Х2) = λ2+ λ
D(Х)=М(Х2)-(М(Х))2= λ2+ λ- λ2= λ

D(X)=M(X)= λ

   3.  σ(Х)=√ D(Х)=√λ  , ч.т.д.

Замечание: закон Пуассона зависит от одного параметра λ; биноминальный закон зависит от n,p.

B(n;p)
31. M(x) , D(x) СВ, распределённых по закону Пуассона

M(x)=
[image: image25.wmf]l

l

l

=

å

¥

-

0

!

m

m

me


D(x)=M(x2)-(M(x))2

M(x2)= 
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D(x)=M(x2)-(M(x))2=
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 В законе Пуассона мат. Ожидание равно дисперсии  M(x)=D(x)=λ
Закон Пуассона зависит от одного параметра λ, биномиальный закон зависит от  n , p
32.)плотность распределения вероятностей непрерывных СВ. Её свойства.
 Пусть рассматривается непр. СВ Х ф-ии распр-я  F(x), которая непрерывна и диф-на в рассматриваемой области (вся ось OX). Рассмотрим отрезок  x+∆x

P(x<X< x+∆x)=F(x+∆x)-F(x)=P(x<X< x+∆x)/ ∆x=
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f(x)=F`(x)  (1)плотность распределения вероятностей  непр. СВ Х

Вер-ть попадания НСВ на интервал теорема:
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Док-во:P(a<X<b)= F(b)-F(a), где F(x)- ф-я распределения СВ Х.

f(x)=F`(x)  - ф-я распр-я F(x) является первообразной для плотности распределения f(x), поэтому 
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Теорема 2: если известна плотность распределения f(x) НСВ Х, то ф-ия распределения  F(x)=
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Док-во: F(x)=P(X<x)=P(-∞<X<x)=
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Основные свойства плотности распределения:

1) f(x) определена на (-∞;+∞)

доказательство следует из того, что f(x)=F`(x) , а ф-ия распределения F(x) неубывающая,=>её производная F`(x)>0

2) Условия нормировки: 
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  (3)  доказательство следует из формулы (2)

33) Равномерное распределение. Числовые характеристики и функция распределения.

Пусть НСВ Х имеет плотность распределения f(x), 

1. Мат. Ожидание M(X)=
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   (1);  2. Дисперсия  D(x)=
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также дисперсию можно находить по ф-ле: D(x)=M(x2)-(M(x))2            D(x)=
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при этом все несобств. Интегралы предполаг-ся абсолютно сходящимися. В противном случае числовых хар-к у раких СВ не существует.

Равномерное распределение:

Непр. СВ Х наз-ся распределённой по равеномерному з-ну, если плотность её  распределения имеет вид:

f(x)={ 0, x<a;

           c=const, a<=x<=b

           0, x>b
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f(x)={ 0, x<a;

           1/(b-a), a<=x<=b

           0, x>b

M(x)=
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D(x)=
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M(x)=
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   F(x)=0;  2) x
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   F(x)=(x-a)/(b-a);  3) x
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F(x)={ 0, x<a;

            x-a/(b-a), a<=x<=b

            1, x>b

34 Показательное распределение

Непрер.СВ наз.распределенной по показательному доходу,если ее плотность имеет вид

0, x<0

f(x)=         (*e-(x,x>=0          (>0

(x=U  dU=dx                (
M(x)=((e-(xxdx=a(bUdV=UV(ba-a(bVdU=(e-(xdx=dV V=- e-(x /( (=((-x-(x/((0+( -1/(0(+( e-(xdx)=-x/ e(x(0+(- e-(x/((0+(
-x/ e(x(0+( =lim x/e(x+0=-lim 1/xe(x=0

-e-(x/((0+( = -1/((lim 1/e(x-e0)=1/(
M(x)=1/(
D(x)=M(x2)-(M(x))2=(0(+(x2 e-(xdx-1/(2=1/(2
((x)=1/(D(x)=1/(2M(x)=1/(
F(x)=-((x=f(t)dt

1) x((-(;0(, F(x)=0

2) x((0;+(), F(x)=(0(x e-(tdt= -e-(t(0(= -e-(x+1=1- e-(x
                 0,x<0

F(x)=

                 1- e-(x,x>=0
35.Нормальный закон распределения.

НСВ X наз.распред-ой по норм. з-ну если её плотность имеет вид

f(x)=1/((корень 2() * e(степень(-(x-a)2/2(2)

(>0, a-параметры

a=M(x)=1/(( корень 2() -((+(  x e(степень(-(x-a)2/2(2)=(
x-a/(=t

x=a+(t

x=-(
x=+(
dx=(dt

t=-(
t=+(
(=1/(( корень 2()(-((+((a+(t)=e-t2/2dt=1/ (корень 2()a-((+( e-t2/2dt+(/ (корень 2()-((+( te-t2/2dt=((
1) -((+( e-t2/2dt= (корень 2()-интеграл Пуассона

2) -((+( te-t2/2dt=0
((=1/( корень 2()a(корень 2()+0=a

D(x)= 1/(( корень 2()*-((+((x-a)2 e(степень(-(x-a)2/2(2)dx
(x-a)/(=t
D(x)=(2

Уникальность норм.з-на распределения в том, что он явл.наиб.изуч.з-ом распредел. СВ.

36.Нормальная кривая

Гр-к плотности распределения норм.з-на

f(x)=1/((корень 2() *  e(степень(-(x-a)2/2(2)
1) ОДЗ:x((-(;+()

2) Непр.x(R
Lim f(x)=lim 1/((корень 2() * e(степень(-(x-a)2/2(2)=0

3) Исслед.на экстремумы

f(((x)= 1/((корень 2()*e(степень((x-a)2/2(2)(-2(x-a)/2(2)=-1/((кубич.корень(2())* e(степень(-(x-a)2/2(2))*(x-a)

	f(((x)
	+                         -

	f((x)
	A                                      x


x>a, f(((x)<0

x<a, f(((x)>0

x=a t. max f(max(a)=1/((корень 2()

4) f((((x)= 1/((кубич.корень(2())* e(степень(-(x-a)2/2(2))*(1-((x-a)2/(2)

f((((x)=0

1-((x-a)2/(2)=0

(x-a)2=(2

x-a=+-(             x-a=(     x-a=-(
x=a+-(
x1=a-(        критич.точки
x2=a+(

	f((((x)
	+                       -                           +

	f((x)
	a-(                 a+(


X=a+-(
f(x)=1/( корень 2(e)

5) Гр-к ф-ии f(x) симметричен отн-но прямой x=a т.к. разность x-a входит в ф-лу (x-a)2
   f(x)

                                                                          

Кривая Гаусса нормальная кривая

a=0

(=1

f(x)=e-x2/2
Влияние a и ( на ф-лу Гаусса

1) зафиксируем (=const a параметр а будем изменять

при этом кривая а не меняет формы, а будет смещаться по ости OX
3) зафиксируем a=const a параметр ( будем изменять

fmax=1/(( корень 2()

( увелич. fmax уменьш. И вершина кривой становится более пологой

( уменьш-наоборот

(-параметр масштаба

а-параметр сдвига
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42.Закон больших чисел в формуле Бернулли.

Рассматр. серия послед.независ.испытаний Бернулли,в каждом из которых событие А (успех) происходит с вероят-тью р. Пусть произведено n независимых испытаний,событие А в котором произошло m раз, тогда m-частота, число появления успеха

m/n относит.частота

при неограниченном увеличении числа независимых опытов n относит.частота сходится по вероят-ти р появлен.события А.

Р([m/n]<E)>=1-pq/nE2                 

Lim(P[m/n]<E)>=1

Частота m появления события А в n испытаниях Бернулли есть СВ, распредел. по биномиальному закону.

Ее числовые характеристики:  X=m
M(x)=M(m)=np,   D(x)=D(x)=npq
m/n=СВ распределена по биномиальному закону, числи m=const, значит

D(m/n)=1/n2    D(m)=npq/n2 =pq/n         

M(m/n)=1/n     M(m)=np/n=p
Рассмотрим P([m/n-p]<E)>=1-D(x)/E2 =1-pq/nE2 
Lim P([m/n-p]<E)=1

43.Понятие о центральной предельной теореме Липунова.

Если рассматривается последовательность независимых случ.величин имеющих

M(xi)=a      D(xi)=б2       M(xi-a)3)=m  

Тогда при неограниченном увеличении числа n x1+x2+x3+…+xn-стремится к нормальному распределению.

44. Генеральная совокупность. Выборка.

Стат. сов-тью наз. любую сов-ть объектов, объединенных по какому-то признаку. Различают генер. И выборочную сов-ть.

Выборкой назыв. любая сов-ть случайно отобранных объектов.

Генер.сов-тью назыв. сов-ть из которой произведена выборка.

Объемом сов-ти назыв. число объектов этой сов-ти.

Выборка назыв.повторной если объект перед отбором следующего объекта возвращается в генер. сов-ть. Если не возвращается – выборка назыв. бесповторной.

45.Основные хар-ки генеральной и выборочной совокупностей.

Пусть генеральная совокупность имеет распределение
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46. Оценка параметров распределения. Несмещённость, состоятельность, эффективность оценок. Точечные и интервальные оценки.

Оценкой  
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 называется состоятельной. Оценкой качества несмещенной оценки является ее диспер​сия. Несмещенная оценка 
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 является наименьшей среди дисперсий всех возможных оценок параметра 
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Интервальной оценкой параметра 
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47. Оценка генеральных характеристик по выборке.

Рассмотрим повторную выборку 
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Выясним свойства этих оценок: 
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 является несмещённой оценкой для α. Т.к. по закону больших чисел 
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. Тем не менее, из закона больших чисел следует, что как оцен​ка 
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, где N -- объем генеральной совокупности. Дисперсия 
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48.Интервальной оценкой параметра 
[image: image115.wmf]Q

называется интервал (a;b), который с заданной вероятностью ( накрывает неизвестное значение параметра 
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(интервальная оценка позволяет установить точность и надежность оценок) Интервал(a;b) называется доверительным интервалом(интервал, который покрывает неизвестный параметр с заданной вероятностью (), а вероятность ( - доверительной вероятностью

если интервал симметричен относительно оценки 
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49. Доверительный интервал для М(х)в случае нормально распред.ген.совокупности

Пусть CВ Х распределена нормально т. е. ген. с-ть – нормально распределенная CВ с переменными: 
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. Для нормальной СВ Х с переменными ( и ( имеет место ф-ла вер-ти отклонения нормальной СВ: 
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В нашем случае: 
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. Зададим доверительную вероятность (, тогда 
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. Это вероятность того, что выборочная характеристика 
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 отличается от ген средней 
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 на этом интервале с надежностью(доверит вероятностью) ( находится неизвестная вероятная средняя 
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50.Сред ош в-ки – величина 
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 - сред квадрат отклонение средней выборки 
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Предел ош вы-ки (()– наибольшее отклонение выборочной средней от генеральной средней 
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51. Объем выборки.

Выборочной совок-тью или просто выборкой,  наз. совок-ть случайно отобранных объектов.

Ген. совок-тью наз. совок-ть объектов, из кот. произв-ся выборка.

Объемом совок-ти (выборочной или генеральной) наз. число объектов этой совок-ти.

При составлении выборки можно поступать двояко: после того, как объект отобран и над ним произведено наблюдение, он может быть возвращен, либо не возвращен в ген. совок-ть. В соот-вии с этим, выборки подразделяют на повторные и бесповторные.

Объем выборки для повт. отбора: ▲= (tγσо) /
[image: image147.wmf]n

     ;     n = (tγ2σо2) /▲2

объем выборки для бесповт. отбора:
[image: image148.wmf]▲= (tγσо
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 EMBED Equation.3  [image: image152.wmf];   n = (Ntγ2σо2) / N▲2 + tγ2σо2
52. Доверит. Интервал для ген. доли. Связь м/у ген. долей и выбор. долей.

Провод-ся послед-е независ-ые испытания Бернулли, вер-ть появл-ия события А в каждом из кот. = р и нам неизвестна. Пусть произведено n – независ. испыт-й, в кот. соб. А появилось m – раз, тогда выбор. доля (w) w = 
[image: image153.wmf]n
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 - отн. частота.

Зададим довер. вер-ть γ = Р (| w - р|<▲) = γ

р – ген. доля или вер-ть соб. А

w – выб. доля или отн. частота события.

Сред. Ошибку долей обозн-м   μg = 
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при больших объемах выборок (n>30) относит. частота стремится к норм. распред-ю с увелич-ем n, поэтому можно считать, что она распределена нормально.

 Р (| w - р|<▲) = Ф (▲/
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Р (| w - р|<▲) = Ф (▲/
[image: image165.wmf]pq

) = γ

Ф ((▲
[image: image166.wmf]n

)/
[image: image167.wmf]pq

) = γ

tγ =( (▲
[image: image168.wmf]n

)/
[image: image169.wmf]pq

)

▲ = (tγ
[image: image170.wmf]pq

)/
[image: image171.wmf]n

 = tγ 
[image: image172.wmf]n

pq


довер. интервал для неизв. ген. доли (вер-ти) принимает вид
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 w - (tγ
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 53. Статистические гипотезы. Нулевая и конкурирующая гипотезы. Простые и сложные, параметрические гипотезы. Статист. критерий. Критическая область.

Статистической называют гипотезу о виде неизвестного распределения, или о параметрах известных распределений. 

Нулевой (основной) называют выдвинутую гипотезу Н0.

Конкурирующей (альтернативной) называют гипотезу Н1, которая противоречит нулевой.

Гипотезы относ-но параметров распределения наз. параметрическими.
Гипотезы бывают простые и сложные.

Простая – гипотеза, содержащая только одно предположение.

Сложная – гипотеза, которая состоит из конечного или бесконечного числа простых гипотез. 

Стат. критерием (значимости) наз. СВ X, кот. является ф-цией выборки K=К(х1, х2, х3,…,хn) (статистической) и служит для проверки гипотезы, с ее помощью принимается решение о принятии или отвержении гипотезы Н0. 

Критическая область – совок – ть значений критерия, при которых нулевую гипотезу отвергают.

Область принятия гипотезы (область допустимых значений) – совок-ть значений критерия, при кот. гипотезу принимают.

54. Ошибки I и II рода. Мощность критерия. Уровень значимости.

     При проверке гипотез могут быть совершены ошибки  2-х родов: 

1) Ошибкой I рода наз. такая ошибка, кот. совершается, если будет отвергнута правильная нулевая гипотеза. Вероятность ошибки I рода обозначается ( и наз. уровнем значимости:

( ( (((  
 Отклонения нулевой гип. на уровне ( = 0,05 означ, что мы не ошибаемся в 95 случаях из 100 или совершаем всё таки ошибку, принимая правильную гипотезу за ложную в 5 случаях из 100.

2) Ошибка II рода состоит в том, что будет принята неправильная нулевая гипотеза H0 . Вер-сть ошибки II рода обозначается ( .

 Мощностью критерия k наз. вер-сть М несовершения ошибки II рода: М= 1-(. Др. словами, мощность критерия – это вер-сть того, что нулевая гип. будет отвергнута, если верна конкурируюшая гип. H1.

Если n((, (((, то критерий наз. критерием согласия.

При данном уровне значимости ( из всех критериев лучшим будет тот, у кот. вер-сть ошибки II рода ( будет минимальной. 

После выбора критерия k множ-во всех его значений распадается на 2 непересекающихся подмножеств: критическую область W и О.Д.З. (или обл. принятия гипотезы). 

ОДЗ                         W
                                                              k          Если значение критерия kнабл.  попадает в критич. 

область, то нулевая гипотеза отвергается в пользу конкурирующей гип. H1. Если kнабл.  попадает в О.Д.З., то нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу, т.е. рез-ты опыта согласовываются с гипотезой.

Критической точкой  наз. значение критерия kкрит. , кот. отделяет критич. обл. от области принятия гипотезы. Критич. точки определяются из условия:

                         P(kкрит. ( W)= (  

55. Алгоритм проверки стат. гипотез:

1) Располагая выборочными данными x1, x2, … xn и руководствуясь условиями задачи, формулируют нулевую гипотезу H0  и конкурирующую H1. 

2) Задают (.

3) Определяют критерий k=k(x1, x2, …xn),  кот. явл. случайной величиной и в силу случайности выборки  x1, x2,… xn   подчиняется при выполнении гип. H0 некоторому известному затабулированному закону распределения.

Значения функции k позволяют судить о расхождении выборки с гипотезой.

4) Определяют критич. область. 

Вер-сть того, что критерий k примет значение из крит. области равна ( (уровню значимости)

Критич. обл. W должна быть расположена так, чтобы при заданном уровне значимости ( вер-сть ошибки (( рода ( была минимальной.

5) В формулу критерия вместо x1, x2,…xn подставляют элементы выборки и вычисляют kнабл.  Если kнабл. (W, то гипотезу H 0 отвергают в пользу  H1.

Если  kнабл. (W, то отвергнуть H0  нет оснований.

Замечание: критич. область (правосторонняя, левостор. или 2-хстор.) определяют по виду конкурир. гипотезы H1.

56. Проверка гипотез о равенстве мат. ожиданий 2-х нормально распределённых СВ при известных дисперсиях.

Пусть даны 2 норм. СВ X и Y с параметрами

X(N(ax( (x)

Y(N(ay, (y)

Д(Y) = (y2 .

Предположим, что дисперсии (x2 и (y2 – известны, а мат. ожидания  M(X)= ax , M(Y)= ay  - неизвестны. 

Выдвинем гипотезу H0 о равенстве мат. ожиданий:    H(: ax = ay. Если  сделаны 2 независ. выборки из ген. совокупностей X и Y , объёмами H1 и H2  соответственно:         (1: ax ( ay.

Выбираем статистику 
[image: image183.wmf](

)

2

2

1

2

/

n

n

Y

X

Z

y

x

d

d

+

-

=

 
/Доказано, что эта статистика Z имеет стандартное нормальное распределение с параметрами (0;1):  Z ( N(0;1) ((0  = 1). Зададим уровень значимости (. По табл. ф-ции Лапласса по заданному уровню значимости ( находим kкрит. =Z(/2 . (Критич. обл. двусторонняя). 

  P( (Z (( Z(/() = (
P ( (Z (( Z(/2 ) = P( Z ( ( Z(/2)( P(Z ( Z(/2) ( P(((( Z ((Z(/2)( P(Z(/2( Z <(() = ½ ( Ф((Z(/2) (
( Ф((() ( Ф((() ( Ф(Z(/2) ( ½ ((Ф(Z(/2) (1(1 ( Ф(Z(/2)) ( 1( Ф(Z(/2)                                

           1( Ф(Z(/2) ( (
Ф(Z(/2) ( 1 ( (,

                                     x
где  Ф(х) ( (/(((  * 0(e(t(/2 dt  (Ф-ция Лапласса).

По табл. ф-ции Лапласса мы находим Z(/( ( kкр., если:

1)  (Z (( Z(/2, то нет оснований отвергнуть гипотезу Н0.

2)  (Z (( Z(/(, то Н0 отвергается в пользу Н1.

3)   H0:  ax = ay

      H1:  ax = ay   
P( Z ( Z() = (     (    Ф(Z() = 1 ( 2(     (по ф-ции Лапласса и по уровню знач.)

57.Сравнение двух дисперсий в нормальной генеральной совокупности.

   По независимым выборкам объема n1 и n2, извлеченных из нормальных генеральных совокупностей, найдены исправленные статистические дисперсии S2x  и S2y. Сравниваем эти дисперсии: H0  : Д(X)=Д( Y); H1  : Д( X) >Д(Y ). Зададим уровень значимости (. Устанавливаем, что критическая область правосторонняя. В качестве критерия для сравнения нужно выбрать критерий Фишера-Снеддекора.

   Fнабл. < Fкр. – гипотезу H0  принимаем, в противоположном случае – отвергаем. Fнабл.= S2б  / S2м , где S2б – большая по величине исправленная дисперсия, S2м  - меньшая по величине исправленная дисперсия. Критическое значение критерия Fкр.   находим по тадлице, по уровню значимости (, по числу степеней свободы. 

   Fкр. = F((,k1,к2 ) ,где к1= n1  -1; k2  =n2 –1.  к – число степеней свободы СВ с большей S2б.
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